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单位 分 数 是 分 子 为 下 分母 为 目 然 数 的 分 数 . 用 单位 分 数 表 
未 分 数 , 有 共有 许多 有 趣 的 性 质 , 由 此 产生 一 些 有 趣 的 问题 ,其 中 
有 的 是 至 今 疝 未 解决 的 数论 问题 和 猜想 .本 书 从 有 关 单 位 分 数 
的 一 个 在 老 的 问题 谈 起 ,讨论 了 单位 分 数 的 一 些 重 要 的 性 质 和 
详 用 ,最 后 介绍 了 一 种 有 趣 的 无 穷 级 数 及 其 求 和 的 方法 . 
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出 版 说 明 


1956 年 ,为 了 同 青 少年 传播 数学 知识 , 科 
尝 出 版 社 配 合 我 国 首次 举办 的 高 中 数学 竞赛 ， 
出 版 了 老 一 芋 数 学 家 华罗庚 教授 的 《4 从 杨辉 三 
角 谈 起 2 和 段 学 复 教 授 的 《4 对称. 在 20 世纪 60 
年 代 初 ,这 两 本 书 连 同 其 他 一 些 著 名 数学 家 撰 
与 的 科普 著作 ,被 北京 市 数学 会 编 成 小 从 书 , 相 
继 由 不 同 的 出 版 社 出 版 ,并 多 次 重印 . 

由 数学 大 师 和 著名 数学 家 亲自 执笔 氛 写 的 
这 套数 学 小 从 书 是 我 国 数学 普及 读物 中 的 精 
а , 曾 激 发 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 . 书 踢 
涵 的 这 刻 而 富有 记 发 性 的 思想 ,促进 了 无 数 中 
学 生 在 求学 的 道路 上 健康 成 长 . 当年 这 套 小 从 
书 的 许多 读者 ,现在 已 经 成 为 学 有 所 成 的 科学 
技术 工作 者 ,国家 建设 的 栋梁 之 才 . 当 年 由 老 一 
鞋 数 学 家 所 倡导 的 我 国 的 数学 竞赛 活动 ,现在 
С, Ze 45 l| ТЕ #JJ НУ ЭЖ ЛЕ. 我国 自 1986 年 正式 参加 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 以 来 ,历届 都 取得 总 分 


І 


第 一 或 第 二 的 好 成 绩 . 近年 来 ,我 国 的 数学 普及 
斌 物 无 论 是 品种 还 是 数量 都 在 增加 ,但 是 这 套 
数学 小 锥 书 仍然 无 愧 是 其 中 别 具 特 色 的 更 宝 ， 
理应 成 为 传世 之 作 . 因 此 ,我 社 取 得 作者 或 其 继 
了 人 的 同意 ,并 在 可 能 的 条 件 下 ,请 作者 本 人 或 
相关 和 学者 对 重新 编辑 的 书稿 进行 了 审 订 ,重新 
刊行 这 套数 学 小 丛书 ,以 给 广大 青少年 读者 . 

效 漂 是 几 干 年 人 类 智慧 的 结 品 ,是 一 门 古 
名 而 又 第 新 的 科学 . 借 此 从 书 再 版 之 机 ,我 们 特 
别 的 加 两 本 新 书 : 上 处 言 林 教授 等 的 《祖冲之 算 л 
之 谜 》 和 汉 克 勤 教授 的 《 费 马 猜想 》. 前 者 介绍 中 
国 训 代数 学 的 一 项 重大 成 就 ,后 者 阐述 数学 史 
荆 的 一 个 着 名 猜想 一 一 费 马 定理 历经 300 多 年 
终于 在 20 世纪 末 被 证 明 的 故事 ,我 们 相信 读者 
从 中 将 会 受到 启迪 . 

本 答 从 书 以 新 貌 重 新 出 版 ,得 到 了 国家 自 
然 科 学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 的 资助 ,刘表 
л 202 Г 18}. 
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1964 年 ,北京 数学 会 约 我 们 写 一 本 小 册 
+ ,作为 中 学 生 课 外 阅读 的 《数学 小 从 书 》 中 的 
一 本 ,为 此 ,我 们 编写 了 《单位 分 数 2 一 书 . 后 来 ， 
这 套 小 从 书 停 出 了 ,这 本 小 册子 也 就 未 能 出 版 . 
由 于 原 稳 失落 ,现在 这 本 小 册子 是 重 写 的 . 

本 书 的 内 容 , 仅 仅 用 到 初等 数论 中 整除 、 辐 
余 式 、 算术 基本 定理 等 简单 概念 和 结果 .中 学 生 
阅读 时 ,不 会 有 多 少 困 难 . 实 际 上 , 书 中 绝 大 多 
数 内 容 可 以 说 是 属于 算术 的 范围 ,我 们 认为 ,这 
是 些 较 为 有 趣 的 问题 ,对 于 扩大 读者 的 数学 知 
识 ,以 及 提高 解决 回 题 的 技巧 和 能 力 ,都 会 有 一 
定 的 好 处 . 


如 有 不 忆 之 处, 请 读者 批评 指正 1 


作 和 者 
1980 年 3 月 于 成 都 
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TT Z д ВА. fy KM есе (1) 
一 个 古老 的 传说 pp (3) 
把 真 分 数 表 成 单位 分 数 的 和 ……………… (18) 
将 分 数 表 不 为 两 个 单位 分 数 之 和 的 
[п] ЫЛ ................................................Y (27) 
将 分 数 表 示 为 三 个 单位 分 数 之 和 的 一 些 
МЕНСИНЕ (32) 
从 完全 数 谈 起 pp (40) 
关于 单位 分 数 表 条 1 pp (АЗ) 
不 表示 整数 的 某 些 单位 分 数 的 和 ……. (52) 
一 个 有 趣 的 级 数 .............................. (55) 
羔 布 尼 光 单位 分 数 三 角形 9 (59) 


1 什么 是 音 位 分 数 


我 们 把 分 子 是 1、 分母 是 自然 数 的 分 数 叫 
做 单位 分 数 , 记 成 一 

人 类 对 分 数 的 认识 就 是 从 单位 分 数 开始 
的 . 大 约 在 公元 前 2000 年 ,古代 埃及 人 就 是 把 
分 子 大 于 1 的 正 分 数 表示 成 单位 分 数 的 和 , 例 


如 之 写成 了 于 上 的 形式 .所 谓 林 特 (Rhind)? 
抄本 ,就 记载 了 当时 埃及 人 把 一 些 分 数 写成 单 
位 分 数 的 和 ,其 中 包括 所 有 (6 取 5 到 101 之 


辐 的 所 有 哥 数 ) 被 表示 成 人 不同 的 单位 分 数 和 的 
表 ,每 一 个 和 中 的 单位 分 数 都 按 它 们 的 大 小 递 
减 排列 . 

用 单位 分 数 表 未 分 数 , 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 


DD Rhind 是 19 世纪 苏格兰 的 一 位 古物 收集 家 ,1855 年 ,他 
天 到 了 这 种 抄本 ,后 来 ,人 们 就 叫 林 特 抄本 . 
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由 此 产生 出 一 些 有 趣 的 问题 . 

尽管 单位 分 数 的 概念 以 及 把 分 数 表 未 成 不 
同 的 单位 分 数 之 和 的 问题 ,在 古代 已 经 提出 了 了 ， 
但 是 直到 今天 ,有 关 单 位 分 数 的 问题 ,仍然 引起 
人 们 的 兴趣 ,因为 它 所 产生 的 问题 ,有 的 已 成 为 
全 分 尚未 解决 的 一 些 数 论 问题 和 猜想 .这 些 问 
题 和 猜想 ,看 来 并 不 简单 ,它们 难 住 了 当代 许多 


© 一 个 吉 老 的 传说 


流传 着 一 个 阿拉 伯 古 老 的 传说 : 
一 个 老人 有 11 匹 马 ,他 打算 把 5 分 给 大 儿 


子 , 直 分 给 二 儿子 ,去 分 给 小 儿子 ,应 该 怎样 分 


Шр, ? 

11 是 一 个 素数 , 它 不 能 被 2.4 或 6 整除 ， 
总 不 能 把 一 匹 马 切 开 采 分 吧 1 一 个 聪明 人 提出 
这 样 的 解决 办 法 “借用 ”一 匹 马 ,共有 12 匹 ,而 
12 能 被 2、 4 或 6 整除 ,于 是 大 儿子 分 得 6 匹 ， 
二 儿子 分 得 3 匹 , 小 儿子 分 得 2 琵 , 而 6++3 二 2 
二 11,“ 借 到 ”的 一 匹 马 即 可 “还 去 ” ,问题 得 到 解 
决 . 当然 ,这 只 是 一 个 数学 游戏 ,不 能 从 严格 的 

我 们 可 以 把 它 理解 为 一 个 带 有 条 件 的 把 分 
数 表 示 成 为 不 同 的 单位 分 数 和 的 问题 ,解决 办 
法 可 从 下 面 的 关系 式 得 出 : 


П = t++ е, 2112, 4112, 6112, 
这 里 ,记号 р |а 表示 整数 8 和 兴 0 整除 整数 а. 

现在 ,我们 把 这 个 传说 略为 改动 一 下 : 

一 个 老人 有 和 铬 十 匹 蕊 , 记 为 nn, 他 把 蕊 分 给 
三 个 儿子 ,大 儿子 得 x DL, — JU 459 у UL, JL 
子 得 > 号, 并 上 且 满 足 x|n+1, yjn+1, z] n + 
1, >=> y> х, ај A BJ ЈЕ, Вр и, 9 2512 
种 可 能 ? 

这 容 旬 化 成 一 个 单位 分 数 的 问题 , 设 


п +] = жа, п-+1 = уф, п + 1 = ес, 


这 里 а, 5, с бта о В НЕЕ а,б, 

с, ЖУКА) КЕН x+ y+ z = n 得 

1 1 1 а 

a pP с Atri 1 Бп, 

c l| n +1, a < b < c. (1) 
ТИЛЕ ‚А S 2 Щщ (1) Н fJ > НЕЗ HX ЖЛ; 

个 自然 数值 . 


很 明显 ,因为 一 -过 1, 故 a>2. 我 们 来 证 


п + 1 
明 不 可 能 有 4 之 2. 在 证 明之 前 , 先 介 绍 初等 数 
论 中 一 个 重要 定理, 即 算术 基本 定理 : 
证 正 整数 п>, ЖАТ ЕА АЈ, 
则 只 有 一 种 方法 把 x 分解 成 素 因 数 的 连 乘 积 . 
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H ЩЩ Ж [Ж ,Ш Ж л > 1 ,jE ж ЈАН АЈ 
= НЭР ЈАК, И nn 只 能 分 解 成 一 种 
形式 .: 
п = рир ре, 52201, 
这 里 pj ,…, р Ж ЖАЮ, р << р,, 
ау», а, 部 是 正 整 数 , 我 们 把 二 рро ре HH 
(Е п 的 标准 分 解 式 . 例 如 1650 的 标准 分 解 式 为 


1650 = 2 x 3 x $5 х 11. 


旭 宁 (1) 去 中 aa>2, 设 М = арс, 分 三 种 情 
形 来 讨论 : 

1) ШЖ M = Ру. Р E: M 的 标准 分 解 
FK. Di, U, р, даў Я ЖУ, 4 5222 Bf, 则 由 
pipo |M = abc, аіп+1, Ф| п + 1, c| m+ 1, 
总 有 pipo ln +1, 而 p 223, р,225, ИЙ z +1 
22р фр 2215;3 24 5= 1 6], п а= pu , b= ро, 
c= рт, Н 2<a<b<c, е, >е, > e,—1 是 
正 整 数 ,e; 宇 3, 故 ру|с, HW с|х+1, 于 是 n+ 
122 р12227. 

2) Ж М = 2° ,类 似 1) + s= 1 的 讨论 知 
2 |00265 п +12216. 

3) 如 采 М = 2%рп ре 是 AM 的 标准 分 解 
т, 24 5222 时 , 则 由 2р, р, | М = арс, a | n + 
1, 21 п +1, сіп +1, АЯ 2р, рь | n + 1, Il 

‚5 · 


2руфр„-=®2Х3х5=30,-+{1- Ж п + 1222р, p. = 
30:34 5=1Ш,‚,Щ42<а<ьЬ<с,а|п+1, Біл 
+1, с|л+1, Š 2pi|nm t 1 5k 226 (п +1, 
故 有 x + 12212. 

总 之 ,归纳 以 上 三 种 情形 ,我 们 得 出 
п 十 1 之 12 ,由 (1) 式 得 


11 1 _ 2 _ 1 1 ， 1 

Bl FT ZQ T е 
1 1 1 47 

=з ТД + = 60 

这 是 了 矛盾 的 . 

因此 ,< =2, 代 入 (1) 式 得 

1 1 1 1 

bc 2 AH +] 


б\л+1,‚, cl nn +1, 2< 2 < с. (2) 


如 果 5225,24 м + 1228 时 ,由 (2) 式 得 


3 1 1 1 1 
8 2 Ө = 5 п +1 

_— 1,1-1, 1 _1l 
-Ft c+ = 30: 


5 
DK AF2 ЛА ВЈ. ВХ 2 + 1<8, JJE#I 5<2<с| в +1, 
得 出 


- 6 ` 


б> п + | Ш> єс Ш> + 1 Ш>б, 


ВЯ п+1=6, 2=5, {85 £ 2 + 1=6(% E Y 

Жл КЕ) 2 t 1=7, p= 55 2 +1=7, Б 

—6,#Ë 3 p| + 1 2026.009 p= 3 uk p =4. 
当 5 二 3 时 ,由 (2) 式 得 


TJ l 3 (3) 


С б п + 1° 
册 由 (3) 式 可 得 
1] 1 1 1 1 
с 6 л +1 =”% С 
和 
1 1 ` 1 
6 < яж 2? 0: 
А 


7 =< c < 12. 
< 三 7, 代入 (3) 式 得 出 
n” — 41, а =2,Ь=3,с=7; 
c=8, 代入 (3) 式 得 出 
п = 23, a = 2, b = 3, c = 8; 
< 二 9, 代 人 (3) 式 得 
п = 1/7, a = 2, b = 3, c = 9; 


с = 10.11, NS E. 2 F P: .; 
c= 12.11 АСЗ) Н 
п = 11, а = 2, 5; = 3, = = 12. 


当 b =4 时 ,由 (2) 式 得 


二 (4) 
Fi EH (4) zX 45 


| 
"x | 


ИХ 
5 = £ = 8. 
e =5, 代入 (4) 式 得 
п = 1Ч, а = 2, b = 4, ес = 5; 
є=б,{%. A (4) 51% 
п = ії, а = 272, 5 = á, c = 6; 


с=Ў, ҖЕ; 
-二 名, 和 代入 {41 式 得 
п = 7, а = 2, 5 = 4,c = 8. 
已 起 来 ,我 们 让 明了 这 个 问题 中 马 的 匹 数 
共有 六 种 可 能 ,而 分 法 共有 七 种 : 


"+ 


Н 


41 


J 镶 地 板 和 铺路 


大 家 一 定 看 见 过 有 些 建筑 物 的 地 板 是 用 各 
种 正 多 边 形 的 夸 板 铬 成 的 ,有 的 城市 的 街道 是 
用 各 种 正 多 边 形 的 石板 铺 成 的 ,………… 

用 这 些 正 多 边 形 的 建筑 材料 来 铺 满 地 面 ， 
可 以 有 嘟 些 形 式 呢 ?这 个 问题 和 单位 分 数 有 
ж. 

Е, ЗЕТЕ Лх РЕЗА 14И] БЕЛЕК АРТЕ. 如果 
要 求 把 这 些 正 多 边 形 的 砖 铺 满 地 面 , 就 必须 使 
拼凑 在 每 一 顶点 处 的 儿 块 砖 的 各 角 和 为 2r. 

做 所 周知 ,一 个 正 x ( 2 =3 ) i JÉ é РЧ Н 
和 是 (nn 一 2)r ,所 以 每 一 个 内 角 为 

т — 2 


а„ = ТУ, 


这 里 о, < z. 
БТЕ ж — ка k {ЕИ 8 Е — E , ЇЇ) 
边 数 分 刑 为 923 7 7 3 £ T, , 则 有 


. JÜ ` 


Вр 
А .十 二 <“ = 2хлх, 
ЈС | +, 
iX 41 
1. +L =e 7 X23681, А) 
АС | АС 2 


由 (1) 式 可 得 2223,14 & 


7 2 1...) 1 -1 1 _ 
2 = Tu = + 3 ` 3: 


АХ 8 
£ =< 6. 
Ж Su HEHH Y Bb 3b PJ ‚ ТЕ рту JJ FE] 2 АУ ЖЖ 
全 少 三 块 ,最 多 六 块 . 
现在 就 来 分 别 讨 论 . 
Ë = 3 的 情形 ， 
ЕН (1) 2049 


кужу = 1, 23 (3 = 1, 2, 3). 


(2) 
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设 (2) 式 的 一 组 解 为 (zi =>, >>) , ВУЖ 
求 出 (2) 式 的 全 部 整数 解 . 


1. 设 3 1 = z> = z, , Н (2) 219 ЛЁ 
(21, А77 9 тз) — (б, б, б). 


Xx £H Ж #& Н fJ 1E #0) u] À # РЗ НЫ ТАТ, ЭРК ЯП 
图 1. 


图 1 


2. 设 z , zx, zs 中 局 有 两 个 相等 ,不 失 一 
般 性 ,可 设 x, = =, Zx, 2) 了 化 为 


< 1 _ 1 
ху 2 22 з 
BH 
8 
ж; = 2 + 4 


+ 4=+8, 5 ҢІ х, -4= 1, -—2, 一 4, 一 8 
= zs = 6, Fi ЖАУ 


(тү, ж», тз) 
= (5, 5, 10), (8, 8, 4), (12, 12, 3). 
于 是 тү, т›,.жз 中 恰 有 两 个 相等 时 ,(2) 式 的 全 
(5,5,10), (5,10,5), (10,5,5), 
(8,8,4), (8,4,8), (4,8,8), 
(12,12,3), (12,3,12), (3,12,12). 


请 读者 注意 ,并 非 (2) 式 的 每 一 组 解 给 出 的 
下 多边形 都 能 铺 满 地 面 , 例 如 解 (5,5,10) 就 不 
此 请 满 地 面 .这 是 因为 ,对 于 一 个 国定 的 正 五 边 
形 , 它 的 每 一 个 顶点 是 由 它 本 身 和 男 一 个 正 五 
JJ JÉ 、 以 及 正 十 边 形 拼 成 ,因此 围绕 此 固定 的 正 
五 边 形 的 正 五 边 形 和 正 十 边 形 分 别 没 有 两 个 相 
PE , 收 知 这 些 正 五 边 形 的 总 数 和 正 十 边 形 的 总 
数 和 下 相等 的 ,然而 被 包围 的 固定 正 五 边 形 的 边 
се ар, АЕР Л Н. 

ПХТ РЯ (8,8,4), (8,4,8), (4,8,8) Я 
(12,12,3),(12,3,12), (03,12,12) H BJ IE £ 
30) 127521) BÉ BH Wà HB ТЩ. 拼 法 如 图 2 和 图 3. 

21%. 


3. LZ 21, 2702 » Хз 两 两 不 相等 ,不 失 一 般 性 ， 
а z < z, < жз. Н (2 )xK Н] #8 


| < 5, 


类 似 前 面 对 于 解 (3,$,10) 不 能 铺 满 地 面 的 讨论 
可 知 , жу 必须 是 偶数 , 同 理 ,z ,za 都 是 偶数 . 
由 3=х,<5 8, x, =4, 1А (2) 015 


К оз 9 3 =< ж) < <s. 
Í+ k. 4 
rH 
1-11 1,1 _ 2 
4 47 2 А з 27 > 27 2 A 5 
故 
=, < 8. 


推出 x;=6, 代 入 二 + 一 二 地 ,得 z, =12. T 
2 > 2С 3 
жү , Z , zs 两 两 不 相等 的 全 部 解 为 
(4,6,12),(4,12,6),(6,4,12), 
(6,12,4),(12,6,4),(12,4,6). 
这 些 解 给 出 的 正 多 边 形 都 能 铺 满 地 面 ,它们 对 


应 同一 拼 法 ,如 图 4. 
ХР Е=4, 5, 6 的 情形 ,由 (1) 式 分 别 得 


fO l 11 
22 22 ә 2 з AA 
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图 4 


т, >3 G=1,2,3,4), — (3) 


ж; >®3 (3 = 1,2,3, 4,5, 6). 


对 于 (3) 式 , 仅 有 解 (3,3,3,3,3,3) ,其 对 应 
拼 法 图 是 明显 的 . 
对 于 (3) 式 和 (4) 式 ,不 妨 设 它们 的 解 分 别 
满足 
+ 1 =< жә = =s <ç ж, 


' |6 ` 


和 

x, < z; < хз < лт, =< “xs. 
用 前 面 的 方法 ,容易 求 得 ,此 时 (4) 陈 的 解 是 
(4,4,4,4),(3,3,6,6),(3,4,4,6),(3,3,4,12); 
($5) 式 的 解 是 

(3,3,3,4,4),(3,3,3,3,6). 
它们 对 应 的 拼 法 图 留 给 读者 考虑 . 


L je Ë 2 3 Ж 
单位 分 数 的 和 


把 任何 一 个 趴 分 数 表 成 单位 分 数 的 和 ,如 
朱 其 中 的 单位 分 数 人 允许 重复 ,这 显然 是 办 得 到 


的 .例如 , 设 真 分 数 为 一 (2 > m 220), р-р 
成 m 个 二 的 和 
і 
771 1 


mT 
Р] M 


4 


如 采 其 中 的 单位 分 数 不 人 允许 重复 ,用 所 谓 
aë 23352 (Fibonacci ) ї# Бе, +B, пу р uE BH : 19] — 
个 真 分 数 总 可 以 表示 成 不 同 的 单位 分 数 的 和 . 


设 一 是 不 超过 型 的 最 大 的 单位 分 数 . 如 果 


了 次, 那么 问题 已 经 解决 ;否则 ,有 二 之 隘 ， 
2; 1 Я 4 71 
于 是 有 


. ]Š ` 


1 


ЈС 1 1 


其 中 >, >20, >, >20. НҒ > 一 , 故 71у 二 


УТ. 
ntl 


т 一 之 my. 设 十 是 不 超过 辽 二 的 最 大 的 单位 
#2 


分 数 . шд" = 二 ,那么 问题 也 已 解决 ;否则 


] 


е 059; 1 


其 中 х, > 1, хр < x, т. > 0. 由 于 > 


一 ‚К m; < m, < m. 如 此 继续 下 去 ,可 得 
l 


2 


т> ту С> т, 2-22 т, = 0, П Н. 


因为 每 进行 一 步 , 分 子 至 少 减 小 1 所 以 1 去 
< ita ЙЕ, Е - 4 Fe yk (0 < т < п) 


可 表 成 不 超过 эл 个 不 同 的 单位 分 数 的 和 . 
因为 | 


- ]°9 - 


1 _ 1 l 


7 ип+1  я(л+1), 


所 以 , 任 一 个 真 分 数 表 成 不 同 的 单位 分 数 的 和 ， 
可 以 有 无 穷 多 种 表示 方法 .例如 


2 1 12 1 1 1 
3 271063 77 77 725: 
< 1 1 1 1 
з 2 ^7 T 4371 1806 


自然 会 产生 这 样 的 问题 ,在 真 分 数 盖 的 如 


此 众多 的 表 法 中 ,哪些 是 我 们 最 感 兴 趣 的 呢 ? 
或 者 说 ,哪些 表 法 可 称谓 一 个 好 的 表 法 呢 ? 一 


般 地 ,我 们 把 真 分 数 一 的 不 同 表 法 中 所 含 单位 
分 数 的 个 数 最 少 的 叫 二 的 第 一 类 好 表 法 ;把 真 


分 数 开 的 不 同 表 法 中 所 含 单位 分 数 的 最 大 分 母 


最 小 的 叫 第 二 类 好 表 法 . 
例如 3 


1 


Тоб: (1) 


由 于 三 不 是 单位 分 数 ,所 以 表 法 (1) 是 和 的 第 -- 


. 20 。 


类 好 表 法. 同时 ,我 们 可 以 证 明 表 法 (1) 也 是 3 


的 第 二 类 好 表 法 .如 果 (1) 式 不 是 和 的 第 二 类 好 


表 法 ,可 设 
“=l у 1 .... 1_ Ёё — 2, 
3 АС 了 + ә A, (2) 
2 = z, < x < ::: < x, < 5. 
W. SK ж, 只 能 取 3,4,5 二 个 数 . 
当 x=, =3 时 ,由 (2) 式 得 
Т1 l ръо, 
о a (3) 
2 — x, < ее < Ар 1 < З, 
只 能 有 5=2, в = 二 2, 故 (3) 式 不 能 成 立 . 
“4 ж, =4 时 ,由 (2) 式 得 
S _ 1 .., l роо, 
12 С 1 6 1 (4) 


2 21 < < х, < 4. 


“ 21 - 


2 < ЈС 1 < е < -二天 一 了 < З. (5) 


显然 ,(5) 臣 不 能 成 江 . 
当 ть = 5 时 ,由 (2) 式 得 


时 ,由 (6) 得 出 


15 _ 1 + +++ + 1 , Ё > 2, 
6) x, 2р2 (7) 


H F40 < з, (7)5 AC ВЕЗУ. 当 z, ,=3 时 ,由 
(6) 式 得 出 

2 _ 1 ... 1 

15^ 元 * +, k > 2, (в) 


2 = т, < << Te < 3. 
(8) 式 显然 不 能 成 立 .总 之 ,以 上 证 明了 (2) 式 不 
能 成 立 ,也 就 是 说 (1) 式 是 拖 的 第 二 类 好 表 法 
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对 有 的 真 分 数 , 它 的 第 一 类 好 表 法 束 不 十 ` 
第 二 类 好 表 法 .例如 ， 


| (9) 


很 明显 ,(9) 式 是 元 的 第 一 类 好 表 法 .但 是 ， 


31 _ 


—— 


J l | 1 
6 3 


1 40 1° 


юе (9) 2 В — Жр Же. 


对 于 分 子 和 分 母 都 比较 大 的 真 分 数 , 求 出 
它们 的 好 表 法 ,往往 不 是 一 件 容易 的 事 . 例如 ， 
ЭЖ үө › 容易 证 明 它 不 能 表示 成 两 个 单位 分 
数 的 和 . 设 


; (10) 
(=, у) = d, == dz... у= ау; , (2, у) = 1, 


代入 (10) 式 得 


5 тж + y _ “i + Уу 


121 жу хуу ` 


——.—6——— „0. 


H ,4 EY H ож. 
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二 
5йху у = 121(.=. + у). (11) 


由 于 (zi， ур) = 1, BK (туу, 21 + у) = 1, А 
ул , 必 有 素数 р | (туу, 4 1 + у), ру Ур» 
р|ху tyi H ріж ЖИ ріку 或 piy1, 无 论 哪 
种 情形 , 再 .由 户 | 并 | + у! 都 得 рх, pl| у, 与 
(жу, у) 三 1 不 居 .于 是 ( 寺 ) 却 给 出 

жуу, | 121, э|лж,‚-+у,. (12) 
而 只 能 有 21у = 1, 或 хуу = 11, 或 жуур 一 
121 ,无 论 哪 种 情形 , J Sr 5| z, + у,,й%(12) 
式 不 能 成 立 , 即 知 (10) 式 不 能 成 立 . 

由 于 


5 1 1 


1 
121 25 ` 759 ' 208725. (13) 


故 知 (13) 式 是 13 的 第 一 类 好 表 法 . DT 表 成 3 
个 单位 分 数 之 和 的 方法 有 21 种 ,其 中 最 大 分 母 


= 、 5 _1,‚_ 1 ,‚_1 
me ЛУН) ЖЕТЕ ЖЕ үзү = 33 тэт зе: ШОЊ, 13) 


式 不 是 13 的 第 二 类 好 表 法 . 


TP 189 21 种 表 法 中 ,有 一 种 的 最 大 分 母 比 
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208725 Ж: 
5 1 1 1. 


121 ~ 36 350 275275: 


在 采 面 ,我 们 证 明了 任 一 个 正 的 真 分 数 可 
以 用 无 穷 多 种 方法 表示 成 不 同 的 单位 分 数 的 
和 .实际 上 ,这 个 绪论 对 于 任 一 个 正 的 分 数 也 是 
对 的 ,更 在 驶 来 证 明 这 一 点 . 

自 完 ,我 们 来 证 明 无 穷 级 数 的 和 


1 1 1 
1+ у + а + ке + 


可 以 任意 大 ,也 就 是 说 , 任 给 一 个 正 数 A ,存在 


. 25 * 


所 以 ,(14) 式 成 立 . 
现在 , 任 给 一 个 正 的 分 数 , 存 在 某 个 正 整 
数 n ,使 得 
$, < < 5,41, 
故 


1 
п 十 了 (15) 


£ = S, + a, О а < 


ЯП (15) КН а= 0, Mi 


ОЕ ОА 
9 2 71 


而 二 能 够 用 无 穷 多 种 方法 表示 成 不 同 的 单位 分 
数 的 和 ,而 且 每 一 种 表 法 中 ,单位 分 数 都 与 
S;-! 中 每 一 项 不 同 . 如 果 <>0, 此 时 а 是 一 个 
正 的 真 分 数 ,因而 它 能 够 用 无 穷 多 种 方法 表示 
成 不 同 的 单位 分 数 的 和 ,而 且 每 一 种 表 法 中 的 
单位 分 数 都 与 S, 中 每 一 项 不 同 . 
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O 将 分 数 表 示 为 两 个 单 
位 分 数 之 和 的 问题 


设 n> 1 RK. — ар, НЗРТ 32 28 Б, 
二 总 能 表 成 两 个 不 同 的 单位 分 数 的 和 .实际 上 ， 
容易 求 得 


ж, K, = nt (1) 
(1) 26088 — 6А. 


然而 ,不 是 所 有 的 真 分 数 都 能 表 成 两 个 不 
同 的 单位 分 数 的 和 ,其 至 ,不 是 所 有 的 真 分 数 都 
能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 . 例如 ,在 上 一 节 里 ， 
我 们 已 经 证 明了 不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 
和 .而且 ,在 证 明 的 过 程 中 ,细心 的 读者 一 定 会 
发 现 , 任 一 个 正 分 数 二 (zz >0, > > 0) Bs 
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表 为 两 个 单位 分 数 的 和 ,一 定 存 在 正 整 数 a 和 
о їй А 

a| п. b іп, m 1а +). (2) 
现在 ,我 们 就 来 详细 证 明 这 个 事实 . 设 
l zr, (3) 
y у 
其 中 (zx, y)= d, (m, n)= е, q > = айх, 


у= ау, (х, у) = 1, п 一 ету, и = епі, 


(mi, л) = 1, 代 入 (3) 式 得 


mi Xl + YI 
H | dx, y ' 
ПУЧ 
тйл у = публ, + yi). (4) 


н ГС, у) 三 1, 所 以 (zlyt, жу Жу) = 1. FH 
(4) 241% 
хуу | ni, mi | zí + у. (5) 
取 a = ez, b= еу, Н ( S)5K4% 
er y, | пе = п, m = туе | ez, + еу, 
X ЕВН Y (2) pk SZ. 
反 过 来 ;如果 (2) 式 成 并 ,可 让 a 二 6 二 mk， 


。 Эң. 


п = ао, п=08, АҢ ё о, 8 是 正 整 数 .于 是 ,有 


km аьа b l,l 
п п аа ЫВ а В ` 
124 
т 1 у 1 
п о В” 


总 起 来 ,我 们 得 到 这 样 一 个 结果 :分 数 二 
(эл >20, 7 >0) 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 的 充 
分 必要 条 件 是 (2) 式 成 立 . 

完全 类 似 地 可 以 证 明 : 分 数 二 (m > 0, 
п 0) 能 表 成 两 个 不 同 的 单位 分 数 的 和 的 充分 
必要 条 件 是 存在 不 同 的 正 整 数 a ЯП 5 满足 


aln,pln ,тіа +0. 
ЖФ, я>1‚ (3, п) =1, 条 件 (2) 式 给 


Жа п, b|n, 3a +065, | 3 £ a, з + b. 
За + ъа =k b 必须 是 3v 一 1 形状 . 反 过 
来 ,n 有 一 个 Зо – 1 形状 的 因子 , 则 取 a = Зо 
—1, = 1, З|а+ь. рій, TS пс>1, (3, 


п) =1, 2 33 W 4 S w y Br fJ ЖП ПЧ 26 205 38 
ЖЕ п 有 一 个 形 如 3w 一 1 形状 的 因数 ,因为 
3v 一 1 关 1, 这 也 是 二 表 为 两 个 不 同 的 单位 分 数 
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的 和 的 充分 必要 条 件 . 
设 是 奇数 ,n>>1, 类 似 地 还 可 以 证 明太 


表 为 两 个 (或 不 同 的 两 个 ) 单 位 分 数 的 和 的 元 分 
必要 和 条件 是 п 有 一 个 形 如 4v 一 1 形状 的 因数 . 

利用 初等 数论 的 知识, 可 以 证 明 , 当 ?有 其 
有 以 下 形状 : 


п = л” + Зу?, (х, Зу) = 1 


НТ, о ВИЕ АЧ Ар бо +1 形状. 
还 可 以 征明 , "q п 其 有 以 下 形状 


п = х + y”, (=, y) = 1 


时 „л WJ PF — T Gy АБН 42 十 1 形状 . 
现在 ,我 们 可 以 证 明 有 无 穷 多 对 分 母 相 差 
为 6、 分 子 为 3 的 分 数 
3 3 
4u + 2и + 1' 4⁄2 + 2u +7” 


(З, 2 +1) = l, z = 1, 2, >, (6) 
都 不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 .这 是 因为 Ди? 


+T2u +l1=—=(u+1]1)+3⁄2, (u +l1, 3u)=1, 
42+2u +7=(u- 2) +3(u + 1), (м 一 2， 
З(и+1)) =1, 所 以 4u + 2и +1 ffl ди? +2и 
+7 ВВ ЧА бо + 1 ВАК, Вр ( 6 ) =Š 
中 的 每 一 个 分 数 都 不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 


.- 3) ` 


ЖІ. 

我 们 还 可 以 证 明 有 无 穷 多 对 分 母 相 差 为 4 
的 、 分 子 为 4 的 分 数 

4 4 

2и? + 2и +1”? 2и + 2и + 5” 

(З, чи - 1) = 1, и = 2, 3, ---, (7) 
都 不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 . 这 是 因为 


2и +2м+1=(ие+1)° +”, (+1, а) = 1, 
2u +2и+5=(и—1) + (и + 2), (и 1, 
и +t+2) 二 1, 所 以 ,2u + 2и +1 fl 2и + 2и + 5 
的 每 一 个 因数 都 是 42 + 1 ЖБ K , Вр ( 7 ) з rH 
的 每 一 个 数 都 不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 . 
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0 将 分 数 表 示 为 三 个 单位 
分 数 之 和 的 一 些 猜想 


设 „>1, РУ”. 由 斐 波 那 契 演 段 知 ， 


“一 定 能 表 成 不 超过 4 个 的 不 同 的 单位 分 数 的 
和 .上 一 节 中 ,我们 已 经 看 到 ,有 无 穷 多 个 ”使 
“不 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 .很 自然 ,人 们 会 


问 ,是 否 对 于 每 一 个 n 之 1， 了 总 能 表 成 个 单 


位 分 数 的 和 .有 人 猜想 是 肯定 的 . 
猜想 A ”对 于 每 一 个 n> 1 的 整数 ,方程 


+12 (1) 
< 


1 
У 
L 38 ЕЖЕ A, у, Ж- 

一 个 更 强 的 猜想 是 

jJEAR B 对 于 每 一 个 2 >2 的 整数 ,方程 
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(15888 25у, yx, >= x НЕ И. 

实际 上 ,在 ”>2 时 ,猜想 A 和 猜想 B х= — 
至 的 .了 世 就 是 说 , 当 nn 这 2 时 ,如 果 猜 想 A 有 成立， 
JE Z H E В 一 定 成 立 . 现在 ,我 们 灰 来 证 明了 这 
对 十 猜想 A 或 者 猜想 В, z = p ZE — 
个 素数 时 猜想 成 立 ,那么 п 等 于 p КИЕ 
Ж np 时 ,猜想 也 成 立 . 这 是 因为 n= 二 pp 时 有 
解 | 


ааа 
P 2: y 之 
JH) ж =›лр 时 有 解 
аата 
mp а ту mz 
H J п = 4 时， 
1 1 1 
l= ət; 
7 = 3 В, 
4 _ 1 1 
3 ` 1 4112 


因为 大 于 2 的 整数 或 者 被 4 整除 ,或 者 被 某 一 
A 6 а р жЕр, РУ, НАПЕ (1) К н = 
p 是 大 于 3 ара Е], 6 AE A 成 立 可 推出 猜 
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ЖН В Fk y. 由 (1) 式 得 
&дтуег = р (ху + yz + же), 


故 ф| zyz， 这 就 推出 р ВЕ z, y, z 中 的 一 
个 .但 是 ,不 能 有 pz plv p lz. + B|, Z 
= рх, y ру, z = реу, ËJ n = p АА 
(1 ) 式 得 出 

1 ‚+ 1 | 1 


в: 
2 { У < 1 


这 显然 是 不 可 能 的 .于 是 ,不 失 一 般 性 ,可 设 
рї х, р|у, Plz 或 p f =<, p Í y, р =.Х] 
THI) —#h 8 JE Н Т zy, z=x, АО y = = 
二 zp .由 (1) 式 得 出 


4⁄- b _ 2 
= т 
HT p E Ay 3⁄2 , Н 2] m , HJ iZ от =2ту.[ А25] 


+ mip 


ПХ т > 1. F Zt , 8 


1 l _ 1 
т | жу + 1 m (m, + 1)” 


CS) + 1 = m, ,( m, + 1). 


КЩ, 
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‚р 1 од. 


— 


4 J 1 A _ 
р r> Ол r p т (т + 1) 
TELO SAB В pR Y. 对 于 后 一 种 情形 ,由 于 xz 尖 
= y =, H] ж = у, z = mp, Ej n = p - Ж 


代入 (1) 式 得 出 


4.2. 1 
> = у t mp D T =. (2) 


如 果 (2) 式 中 2|x, 设 xX=2k, 21, Ш 


2 1 1 
3, ~ кот t (ку; tl ^**1Р. 


(3) 


如 果 (2) 式 中 21 x, 可 设 л=4Ё +1, 是 正 整 
Ж, х=4^ +3, & 是 非 侍 整数 , 则 分 别 有 


2 _ 1 ， 1 
4Ар+1 28&+1 (22+1) (42 +1), (4) 


22 +15=(22 +1) (42А +1), 
和 


2 _ 1 ， 1 
Ak+3 2(Е+1) 2(&-+1)(4Ë+3)' (5) 


Е +1 (ЕЁ +1) (4А +3). ` 


(3). (4). (5) ААВ В Р тр 
НУТ, (2) 5 Z E pK. Y BU — ТАЯ, 177958 
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ЖН ВА х. HHE (3).0(4).0(5)5K 8 w BJ БВ rH 
没有 等 于 тр 的 , 则 猜想 B л УХ. 
现在 我 们 来 证 明 1< x, < 10° 时 ,猜想 人 成 


YY. 
ra, б, с, d 是 任意 的 正 整 数 , 如 果 
па + b + c = 4abcd, (б) 
ШИ] 8 
4 _ 1 ] ] 
n _ bcd u пабі = пасе ` 


于 是 ,到 a 一 2, 1, с=1, Н (6)219 п= 44а 
l; Жа=1, 6 二 1, c= 1, (6) 15 п = 44 
2; № а=ь=1, с= 2, Н (6) 518 п =8а 一 
3; Ша=ь=1, 4 = 1, Н (6) 49 в = Зс - 1. 
因为 п= 4, 


п = 3 Н], 


2 ЕНТ, Ж п = 1 (тоа 24) ФЬ, 38 48 А 成 


QD АП ән >20, тт |а — 5, ië а == (тойт), Е a ЖА 
对 模 әт |8] 42. 
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А. 

再 取 а=1, 5 二 1, 4=2, 由 (6) 式 可 得 7 
=7с—1;ЮМа=1,‚,0%Ф=2,4=1, 由 (6) 式 得 7 
=7e —2: М а= 2, Dp = 1, d = 1. 由 (6) 式 得 
2р = 70-1, c=2:t- 1, ЩАЗ п = 71-4. U 


ЯЕ ә 1 (mod 7), п==2 (той 7), п == 
4(тоа 7) 外 ,猜想 А 成立. 

У а=1, 2=2, 4 = 2, 由 (06) 式 可 得 ип 
=15с-2; 0 а =2, p= 1, 2 = 2, 由 (6) 式 可 
і+ 2п = 15с- 1. 6 с= 21-1, ЩА п = 15: 一 
. 10] 


Фа 


4 1 1 
s 7278" 


1 
10° 


Ш 于 除开 
1 к=}, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 14(mod 15) 


外 ,猜想 A 成 立 . 由 前 面 的 讨论 知 , 2 ==2 ( mod 
3), п==0(тоа 3) 时 ,狂想 A 成 立 , 进 一 步 可 对 
除开 nn 二 1(mod 5).,2==4(mod 5) 7,879 А Б 
了 .总 起 来 ,我 们 证 明了 了 除开 

п == 1(mod 24) 
或 
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п = ](mod 7), л == 2(mod 7), п = 4(mcd 7) 
或 
п == ] (mcd 5), п == 4(тоа 5) 


外 ,猜想 A 成 立 . 

于 是 ,除开 以 下 六 种 情况 
==](тпоа 24), п==1 (тоа 7), ==] (mod 5), 
==] (mod 24), zZ2==] (mod 7), п==4( тоа 5), 
п==1( тоа 24), #==2(mod 7), п==1(тоа 5), 
==] (тоа 24), п==2(тоа 7), п==4(гпоа 5), 
п==1 (mod 24), n=4(mod 7), п==1(тоа 5), 
п==1](тпоа 24), п==4(тоа 7), п==4(тоа 5) 
以 外 ,猜想 A 成 立 . 

(24,7) = (5, 7) = (24, 5) – 1, Н: 
名 的 孙子 定理 中 ,由 以 上 六 种 情形 得 


п == 1, 121, 169, 289, 361, 529(mod 840), 
(7) 


QO ЁЎ оту, ‚жт, 是 上 个 两 两 互 素 的 正 整 数 ,mr = ют 
жь, эп = т,М,, 1=], --- 2, Ер Н 
ж == Бу (гойт), "5,2 == b, (тоат, ) 
的 解 是 
TM Mo +++ + M'/,M,b, (mod? ) , 
А М',М,==1 (mod m;), ¿= 1, +, P. 
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即 除 开 (7) 式 中 的 2 РДК, 38 48 А 成立 . 
上 面 已 经 说 过 ,要 证 明 猜 想 A 对 于 整数 
1 过 nn 之 10 成 立 , 只 需 证 明 ”是 素数 的 情形 就 
Ту. 
7 1< x < 10° 时 ,(7) 式 中 的 数 给 出 
121 ,169 ,289 ,361 ,S29 ,841 ,961 ， 


它们 都 是 复合 数 , 这 就 告诉 我 们 对 于 1< > 
<10 的 所 有 素数 猜想 A 成 立 , 这 也 就 证 明 
了 对 于 1< >, < 10: 的 所 有 整数 ,猜想 A 成 
37. 

X J' 1< x, < 10" 的 所 有 整数 ,已 经 证 其 
j AH A 是 成 立 的 ,但 是 ,这 个 狂想 的 证 明 问 题 
仍 示 解决. 

下 面 类 和 似 的 猜想 的 证 明 问 题 也 还 没有 和 解 
决 . 

猜想 C 对 于 每 一 个 n 谊 1 的 整数 ,方程 


总 有 正 整 煞 解 с, у, z. 
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РА 从 完全 数 谈 起 


早 在 欧 几 里 得 时 代 , 人们 已 经 发 现 某 些 下 
整数 具有 奇妙 的 性 质 , 例 如 
6 = 1+2 +3, 
28= 1 +2+4/A+7-+14, 
496 = 1+2+4+8 +16 +31 +62 + 124 + 248, 
等 等 ,这 样 的 数 叫 完全 数 . 
一 般 地 ,一 个 正 整 数 w ,如 果 它 的 除开 本 身 
以 外 的 全 部 因数 ( 通 第 总 是 指正 的 ) 的 和 等 于 
т ,这 样 的 п 叫 完 全 数 . 如 果 用 ol) 表示 的 
上 所 有 的 因数 的 和 , 则 满足 
с(п) = 27 
的 z H| SE 2. 
RX JL ЕН 489 6 J ж 0 2 В ВЈ Е E , s JE: FR ИҢ 
完 冠 全 数 得 到 的 . 
形 如 М, = 2” — 1 的 数 叫 梅森 (Mersenne) 


ДАО ` 


Ж. k 177121890. 
ШЖ M, 2 3 (2 NI М, 是 系数 ,nn 一定 
Же ВУ р), ЯА, 
1 
2 
是 一 个 偶 完 全 数 ї] H. ВАТ X RH 48 Sú > $X УБ, 
无 其 他 的 偶 完 全 数 . 
是 否 有 无 限 多 个 侦 完 全 数 ? 以 及 是 否 存 在 
森 完 全 数 的 问题 ,是 数学 中 一 个 非常 古老 的 尚 
未 解决 的 问题 . 
元 全 数 和 单位 分 数 也 有 着 密切 联系 . 
z М 的 除开 本 身 以 外 的 全 部 因数 是 


1, di， d. , ‚4 


М„(М„ +1) = 2” (2? — 1) 


ri 5 


1 < d, < d. < :::- < а, < М. 
HI N 是 完全 数 , 则 有 


N=1+d,+d;+-…+d,, (1) 
因为 
N N | N | 
d3 = ау, 7 = d, ‚И ^^ =, 
由 (1) 式 得 


中 华罗庚 :《 数 论 导 引 》, 科 学 出 版 社 ,1957 年 . 
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1 | 1 1 
- N” (2) 


РІ 


于 征 , 存 在 一 个 完全 数 , 就 得 出 一 个 把 1 表 
为 不 同 的 单位 分 数 之 和 的 表示 式 . 反之 , 如果 
(2) 式 成 立 , 且 1,…,d, 恰 为 N 的 除开 1 和 NN 
以 外 的 全 部 因数 , 则 N 是 一 个 完全 数 . 

5 六 是 一 个 偶 完 全 数 , 则 有 


-1 1 ,‚_1 
1= 5+5 + + орт М 
+= + + 
2 VI, 22 ' M, ° 
Вр 
_ 1 1 1 
l-> tz t> 
_ Í ] 1 1 1 
1-5 +4 +9 + +58: 
_ 1 1 ] ] 1 1 1 
|= + + җ + 16 + дү 6 + тод 
1 ] 
Т 248 `! 496, 


в_аотзжтао»ь “+ шо у» в аф зв 


这 也 说 明 ,把 1 表示 成 为 不 同 的 单位 分 数 
的 和 的 问题 ,包含 了 一 些 很 困难 的 问题 . 
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Ó 关于 单位 分 数 表示 1] 


我 们 音 先 研究 , 工 能 否 表 成 这 样 s +1 个 单 
位 分 数 的 和 ,使 得 其 中 一 个 是 男 外 :个 单位 分 
数 的 积 , 就 是 说 ,方程 


11у... ! ү 1 一 1 (1) 
21 ж, XI 
有 无 正 整 数 解 zi ，… 2, . 
H (1) 1% 
Жэ. Жз + дуе + 1 = rr,. 
(2) 


设 (zi ж) = d, 1: < =s, Щ(2) 18 d| 1, 
m d 二 1. 又 由 (1) 式 得 210 = 1, -,5), BH 
ЊК, 2,56 х,,1=<1< 735, 故 (1) 式 的 正 整 数 解 
ИАДА >z 5,5), 1< ж < =, < ::- < ж.) 
< x.. 

РИТЕ, Ж uE BH : 


. 43 - 


1) Ж (21, "ш, ), 1221, (1) 5064 5 一 
НЯ, (о, 5, И,» ири, + 1) Ж 


г 时 的 
(1) 式 在 s= 上 +1 时 的 一 组 解 . 这 只 需 代 和 人 验证 
一 下 就 行 了 . 

Ч 


14 1 t, ми, 


2) ВЕ 0605) л (1) ВЈ (у, к, ) (1 


<ж,<-<х,.,< х,) 1117Ж 3k Tl : 


如 果 ©, °. о Әз +з + + 
©, Ul 

1 
一 1, 且 (vi…v,-1) + 1 是 复合 数 , 则 
] s—1 
有 Q(s)< (O (s +1). 

在 方程 
BJ ga ...,. 1 ‚1 ү 1 + 1 — 
С] 225—4 A, .ss+1 Ар, р А27, 
F, ж, = о, (5 = 1, … ,5S 一 1 ), 则 得 
iT, 
©, Ul 2, 人 +l О. 


1 1 1 Е 1 
— + 十 一 -一 二 一 一 一 一 一 ， 
Ж“, “+ © UO] СА Ор Ul 
( =. т уо) Со 77 017720,1) 
— (шсш, | ) 十 1. (3) 


因为 (vi…w, 1) + 1 是 复合 数 ,可 设 (z …: 
о.) Tl=ab, 1<а<ь< (обо)? +1, 
由 (3) 得 
Ж, = Qí" о-у а, жр = 0170,1 + б, 
或 
r, = CU-1t1l, r+ 
= vo (орсо, |) +1]+1. 
DKK HEBH f 0Q2(s)<Q(s+1). 
3) Е Ж(1) Е 1 委 s 扫 6 的 全 部 解 为 
О (1)=1, (2). 
О (2) = 1, (2, 3). 
О (3) =1, (2, 3, 7). 
О (4) =1, (2,3, 7, 43). 


OQ (5) =3, (2, 3, 11, 23, 31), (2,3, 7, 
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43, 1807), (2, 3, 7, 47, 395). 

О (6)=8, (2,3,11,23,31,47059), 
(2.3,7,43,1823,193667), 
(2,3,7,47,403,19403), 
(2,3,7,47,583,1223), 
(2,3,7,43,1807,3263443), 
(2,3,7,47,415,8111), 
(2,3,7,47,395,779731), 
(2,3,7,55,179,24323). 

4) 现在 ,我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 п 223 

时 ,有 0Q(2n+1)<Q(2n+2). 因 为 (2,3,11， 
23,31,47059) 是 (1) 式 在 s = 6 时 的 一 组 解 , 设 
13 = 2-3-11-23-31:-47059,W% В = 2 (mod 5), 
B° + 1==0(тпоа 5), 由 性 质 2) 知 2(7)< Q (8). 
设 

70 = D, = р + 1, тр = тот + 1,, 

„ = mo Ж1, (4) 
由 性 质 1) 
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(2,3,11,23,31 ‚47059, fa ° 02." 75-6) 
是 (1) 式 在 s = 22, k >3 If üJ-— Ж. Pu (r 16 


‚үт O 
2Ë —6 
|| э); == 2(mod 5), (5) 
i= 0 
ТТА 
2k —6 > 
(П 5) + == 0(mod 5), 
; = 0 
于 是 有 


О(22 + 1) < О(2Ё + 2). 
现在 来 证 明 , 当 n= 二 kt+1 时 ,也 有 
Q(2k +3) < ОС2Ё +4). (6) 
ТЕЛЕ Т) ЯСА) л 81 
(2,3,11,23,31,47059,2,, 723," ,124) 
是 (1) 式 在 ;二 2k + 2 时 的 一 组 解 , 且 由 (5) 式 
АП 


2k —4 
[1 1): == 21}2ь-—5 722-4 


了 


—— q —— 


Ту 记 = ||. 一 ауаз "Hy. 
í = 1 
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24-6 


= 2011 ә +1) ( l „(ә + 1)+1) 
—=2.3(2.3-+1)=<=2 (mod 5), 
ИП G 


Є ) + 1== 0 (mod 5), 
故 由 性 质 2) 扒 出 (6) 式 成 立 , 这 就 证 明了 在 
223 时 ,有 

О(2п +1) < О(2п +2). 


现在 ,再 来 证 明 „222 BF. Q (20) < 0 (2л 
+1). (2,3,7) (1) 500 s = 3 时 的 一 
解 ,而 2.3.7==2(mod 5), 由 性 质 2) 便 知 0 (4) < 
人 Q2(5), 以 下 仍 用 归纳 法 ,可 类 似 前 面 方 法 证 明 . 
号 起 来 ,我 们 证 明了 


п 223, 0Q(2n) < Q(2xn + 1) O02n + 2). 
(7) 
因为 0(4) =1, 0(5) =3, Q(6)=8, 再 由 (7) 
式 便 证 明了 5224 В, 0(5)< OQ(s+1). 
5) i 
ps 


- АҢ - 


() < т, < x, < … < <, - (8) 


对 于 (8) 式 的 所 有 的 解 (z, к, ) 中 ,x 的 最 
大 值 设 为 w ,可 以 证 明 


Уд 一 б, Уд 一 42. ys 一 1506 ， _ 


Ум = у, (у, Т1), п = 3, 
ЕЕЕ 
2 + + =l, 
ужа t 7 + 43 t тү = 1, 


.. + í юш ++ ü É ü то оъ 


它们 都 包含 在 (1) 式 的 解 中 . 

然而 ,x 的 极 小 值 是 多 少 ? 这 个 问题 至 今 
尚未 解决 ， 

Хх ГСВ) л НИ (л, з, x, ) 的 个 数 , 还 未 
找到 一 个 近似 的 值 ,就 是 (1) 式 的 解 的 个 数 
Q(s), 也 未 找到 它 的 近似 丛 . 

如 来 限定 (8) 式 中 的 х, (221, 5-6, п) 46 


奇数 ,不 算 二 ,那么 此 时 п 的 最 小 值 是 多 少 ? 这 
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个 问题 近年 来 才 解 决 . 最 小 值 是 9, 共 有 五 组 
解 ,它们 是 : 


к=к жу Ку Күр * 18 733745 385: 


如 果 限 定 (8) 式 中 的 z (zi = 1,，…,n) 都 是 
奇数 ,不 算 十 ,其 最 大 分 母 的 最 小 值 是 105, 其 
表示 式 为 


1 1 1 1 
+272555 77 105: 


6) 如 果 限 定 方程 (1) 中 的 а, (2—1, 5-5, т) 
都 是 素数 ,日 前 知道 158 时 ,都 有 一 组 解 : 


=” 0 °` 


sS 一 1, Б о 一 2; 
2, (2, 3); 
s = 3, (2, 3, 7); 


ғ 


5 = 4, (2, 3, 7, 43); 
s = 5, (2, 3, 11, 23, 31); 
s = 6, (2, 3, 11, 23, 31, 47059); 
s= 7, (2, 3, 11, 17, 101, 149, 3109); 
s = 8, (2, 3, 11, 23, 31, 47059, 2217342227, 
1729101023519). 


x>g8 时 ,还 不 知 这 方程 (1) 是否 有 都 是 率 数 的 
ЖЯ. 
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Ü) 不 表示 整数 的 基 些 
单位 分 数 的 和 


很 早 ,我 们 就 知道 了 
1 1 1 
аак (я#>1) 


不 可 能 是 一 个 整数 . 
Н HB ,单位 分 效 的 和 


арр (1) 


— + РА 
ni 177 十 | т + п 


Ж Л ВЕ д — T 5 Ж. ВАТЕ, ВГ ПЕ HHX 1 Zñ 


论 ， 


LZ 
т + 7 = 25и, уи, 是 奇数 ,/ — () 


(J = 0, 1, +, т). 


бу» fl, (2) 


中 最 大 的 是 /= (0 Аи), (2) з Z, 
一 /外 ,再 没有 数 等 于 /J 了 .个 然 的 话 , 个 失 一 
般 性 ,可 设 /, = [ = 1 (ОА < еп), Р 


л + Ё = 2и, < m + z: = 2'u,. 
因为 u, u, ños Gy X, РТИ 
иь < u, T+] < u,, 
Вр 
т + Ë = 2и, < 2 (и + 1) < m + = 2'м,. 
而 (1) 式 中 的 分 母 组 成 连续 的 整数 , 便 有 
т + f=2(wt+1)=2u,k< f< £. 


由 于 w+1 是 偶数 ,可 知 ¿> 1, #l ¿ Ж КЛ 
Т. 
如 未 (1) 式 中 的 和 是 整数 , 设 为 S, 即 


+ 3 。 


其 中 M 是 整数 .这 显然 是 不 可 能 的 .这 不 证 明 
了 (1) 式 决 不 能 是 一 个 整数 . 
更 一 般 地 ,分 母 成 等 差 级 数 的 单位 分 数 的 


和 
1 1 l 
m т+а mrad 
+ 1 ,n>0,d>0 
т + н? ” | 
次 不 是 一 个 整数 . 
设 
1 1 
— + +++ — (0 < z, < x, < -:-: < т„) 
А | А1 


дЕ У С, ВАСІ) АЈА —- 8 5 С 
中 最 大 的 数 а 满足 

а = 2. 
是 否 有 А2237 这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 


万 一 上 
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10 一 个 有 趣 的 级 数 


在 第 四 节 中 ,我 们 已 经 证 明了 无 穷 级 数 的 
(1) 


可 以 任意 大 . 
还 有 ,以 全 部 系数 的 倒数 所 组 成 的 无 穷 级 


1 1 I ] 
3 5 / р 


1 
2 
可 以 任意 大 . 也 怠 是 说 , 任 给 一 个 正 数 A ,和 存在 


1 1 1 
2 t 3 t t > А. 
ИЛЕ „ЕЛП Жн ( 1) K rH @ 2 s 9 的 所 有 
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项 ,得 到 无 穷 级 数 的 和 


1 1 1 ` 1 
_— lo tU 1107177 18720 
1 1 1 
+7 +88” т00 108 1107 


(2) 


非常 有 趣 的 是 (2) 式 中 的 无 穷 级 数 的 和 S 小 于 
90. 现在, 我们 就 来 证 明 这 一 结论 .把 (2) 式 写成 


I 1 1 1 
(+ 二 + 人 二) 6 + + 
Ë [100 + + gg8)* 


我 们 把 第 一 个 括号 中 的 和 记 为 al, 第 二 个 括号 
中 的 和 记 为 ca ,第 n 个 括号 中 的 和 记 为 
а, ,因而 以 上 级 数 的 和 可 记 为 


ау Ка» + + a, + `: ° 


үрт a, 中 第 一 个 也 是 a 中 最 大 的 分 数 . 现 


在 ,我 们 用 归纳 法 来 证 明 а, 中 的 项 数 小 于 9". 
4 x = 1 и, ау 中 有 8 项 ,n= 二 2 时 ,a, 中 有 72 
项 . 设 a, 中 的 项 数 小 于 9 ,我们 来 计算 ,| 中 
的 项 数 , 邵 
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10“ 2 - 10“ 3 + 10“ 
I 1 
3 
8 . 10° (19 !) (3) 
9 


中 的 项 数 . 如 来 在 
a, +а»› + + a, 


FA @ Ен {У/ 27 38 


22у 


(请 读者 注意 ,这 里 тузсе 表示 上 个 数字 ,如果 
它 不 是 & 位 数 , 则 在 前 面 加 О, Б 个 


1 
中 不 合 


1 
Lry::: Z 


及 过 来 也 是 一 样 .因此 a + -- + a, ЛЛ 1 
等 于 Te 二 НУ А 6. [8] НГЕ а, + 


1 
СУТ 0“ 
+a, 的 项 数 也 分 别 等 于 二 x i 二 


1 1 、 
ане Ьа ВЕЈД у. Z 
' "8:10 (10 1) Хх. 2 (3) 
9 
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式 的 项 数 为 工 , 由 归纳 法 假设 а, + ta, 的 
项 数 小 于 9+9 + --- + 09°, 


£ __ 
г< 8(9+ 9° ++ 9*) = 8. — 


= Qt!:! 90 < 9. 


这 就 证 明了 a, 中 的 项 数 小 于 9"” .于 征 
9 9- 9° 9” 
5< то? бу бло 10 
= — = 90. 
1 10 


用 同样 的 方法 可 以 证 明 ,去 掉 (1) 式 中 含 数 
字 1 或 数字 2,…… ,或 数字 8 的 所 有 项 ,得 到 
的 无 穷 级 数 的 和 小 于 一 个 正常 数 . 
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11 #* ZÉ 3 * 4 2 #& 
三 角形 


1128, 6 о >0, 


л | РІ ?? ni 
(1 + ж)" = | ж 十 а? + --- + x” 
О 1 2 71 
其 中 
“|, | мб — 1): (n = r + 1) 
0 Е 1+ 2:- > , 
0 < >< ах, 
СЛАУ, 1 J 98 ДЕ С 4 sÑ 
1 + ] 71 ” 
= + | (1) 
F 7” r — 1 
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x 01... э, 
其 中 | 定义 为 1 有 ?2+102 1) 行 是 (1 + 


юз 的 全 部 一 项 系数 控 次 序 | "| ，| |. 2), 
() 1 2 


НЕНИ ЕЕ 
由 1 组 成 , 相 邻 两 行 形 如 


的 数 ,满足 公式 (1). 
(2) 式 就 是 熟知 的 杨辉 三 角形 . 


现在 ,我 们 把 杨辉 三 角形 中 每 一 个 | ”| 换 
7 ) 
成 1 


оор ни олн 
(ж +1) 

7” 

一 角形 
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